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Re´sume´
Ce travail est motive´ par un proble`me re´el appele´ l’objectivation. Il consiste a` expliquer
l’agre´ment de conduite au moyen de crite`res “physiques”, issus de signaux mesure´s lors d’essais.
Nous sugge´rons une approche pour le proble`me de la se´lection des variables discriminantes en
tentant de tirer profit du caracte`re fonctionnel des donne´es. Le proble`me est mal pose´, au sens
ou` le nombre de variables explicatives est tre`s supe´rieur a` la taille de l’e´chantillon. La de´marche
proce`de en trois e´tapes : un pre´traitement des signaux incluant de´bruitage par ondelettes, re-
calage et synchronisation, une re´duction de la taille des signaux par compression dans une base
d’ondelettes commune, et enfin l’extraction des variables utiles au moyen d’une strate´gie inclu-
ant des applications successives de la me´thode CART.
Mots cle´s : CART, Classification, Discrimination, Ondelettes
Abstract
This work is motivated by a real world problem : objectivization. It consists of explaining the
subjective drivability using physical criteria coming from signals measured during experiments.
We suggest an approach for the discriminant variables selection trying to take advantage of
the functional nature of the data. The problem is ill-posed, since the number of explanatory
variables is hugely greater than the sample size. The strategy proceeds in three steps : a signal
preprocessing, including wavelet denoising and synchronization, dimensionality reduction by
compression using a common wavelet basis, and finally the selection of useful variables using a
stepwise strategy involving successive applications of the CART method.
Key words: CART, Classification, Wavelets
1 Introduction
Ce travail est motive´ par un proble`me re´el appele´ l’objectivation. Il consiste a` expli-
quer l’agre´ment de conduite traduisant un confort ressenti relativement a` une prestation
donne´e, par exemple le comportement de la boˆıte de vitesses lors de la phase de mise en
mouvement d’un ve´hicule, au moyen de crite`res “physiques”, c’est-a`-dire de variables is-
sues de signaux (comme une vitesse, des couples ou encore la position de pe´dales) mesure´s
1
lors d’essais. Il s’agit d’utiliser cette quantification pour en tenir compte lors de la phase
de conception du ve´hicule. Il s’inscrit dans la continuite´ de travaux mene´s par Renault
portant sur la prestation de´collage a` plat pour un groupe moto-propulseur a` boˆıte de
vitesses robotise´e (cf. Ansaldi [2]).
Dans cet article, nous de´veloppons une approche alternative pour le proble`me de la
se´lection des variables discriminantes en tentant de plus tirer profit du caracte`re fonc-
tionnel des donne´es. De ce point de vue, ce travail peut eˆtre rapproche´ de l’analyse des
donne´es fonctionnelles. Citons Deville [11], Dauxois et Pousse [10] pour les travaux pion-
niers dans les anne´es 70. Plus re´cemment, on peut citer par exemple, Leurgans et al. [22],
Hastie et al. [20] et ces dernie`res anne´es, Ferraty, Vieu [15], Ferre´ et al. ([17], [16]), Rossi
et Conan-Guez [27], Biau et al. [5] ainsi que le texte de synthe`se de Besse, Cardot [4]. En
outre les deux livres de Ramsay, Silverman [25], [26] constituent une ressource pre´cieuse.
Dans ce travail, nous pre´fe´rons utiliser la me´thode CART particulie`rement adapte´e pour
la se´lection de variables.
Comme cela est classique dans de nombreuses applications ou` les variables explica-
tives sont des courbes, le proble`me industriel qui nous occupe est mal pose´, au sens ou`
le nombre de variables explicatives est tre`s supe´rieur a` la taille de l’e´chantillon. L’un des
exemples typiques de telles situations est fourni par les donne´es d’expression du ge´nome.
On trouvera dans Dudoit et al. [13] la pre´sentation de ce proble`me et de diverses me´thodes
de classification supervise´e actuellement en compe´tition. On pourra aussi consulter Van-
nucci et al. [29] pour la situation ou` les variables explicatives sont des spectres, ce qui est
classique en chimiome´trie.
Structurellement le proble`me industriel qui nous inte´resse pre´sente une particularite´
supple´mentaire : nous disposons non pas d’une seule variable explicative qui est une
courbe mais d’un grand nombre de variables fonctionnelles parmi lesquelles il faut choisir
les plus influentes. Notre approche s’inte´resse donc a` un double proble`me de se´lection :
celle des variables fonctionnelles d’une part, et d’autre part pour chacune de ces courbes,
la se´lection de bons descripteurs discriminants.
La de´marche adopte´e proce`de en trois e´tapes et utilise deux outils fondamentaux
que sont d’une part la me´thode des ondelettes (cf. Misiti et al. [24]) et d’autre part la
me´thode de classification non line´aire CART (cf. [7]). Les trois e´tapes sont constitue´es
d’un pre´traitement des signaux (incluant de´bruitage par ondelettes, recalage et synchro-
nisation), d’une re´duction de la dimension par compression dans une base d’ondelettes
commune puis de l’extraction et se´lection des variables utiles au moyen d’une strate´gie
incluant des applications successives de la me´thode CART.
Le plan de l’article est le suivant. Apre`s cette introduction, le paragraphe 2 pre´sente le
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contexte de l’application : le proble`me et les donne´es. Dans le paragraphe 3, la de´marche
adopte´e est de´taille´e. Enfin le paragraphe 4 regroupe quelques e´le´ments de conclusion.
2 Le contexte applicatif
2.1 Le proble`me
La campagne d’essais re´alise´e par Renault (cf. Ansaldi [2]) a conduit a` faire varier les
facteurs suivants : le re´glage de la boˆıte de vitesses, les conditions de roulage et les pilotes.
Lors de ces essais, ont e´te´ mesure´s d’une part l’agre´ment du pilote et d’autre part des
donne´es objectives consistant dans le releve´, a` l’aide de capteurs, de plusieurs signaux
temporels.
Pre´cisons quelques e´le´ments de terminologie utiles dans la suite. On appelle “produit” un
e´le´ment de
{produits} = {conditions de roulage} × {3 re´glages de la boite de vitesses}
ou`
{conditions de roulage} = {2 charges} × {2 angles pe´dale} × {2 vitesses pe´dale}
ce qui conduit au plus a` 24 produits (12 pour chacune des charges).
On appelle “essai” un e´le´ment de {essais} = {7 pilotes} × {24 produits}
conduisant a` un maximum de 168 essais.
Les essais a` 140 kg de charge ont e´te´ mene´s se´pare´ment des essais a` 280 kg de charge. Pour
chaque charge, 6 produits parmi les 12 possibles ont e´te´ teste´s : 4 pilotes ont compare´ par
paires ces 6 produits. Apre`s analyse des re´sultats, 114 essais a` 140 kg et 118 essais a` 280
kg ont e´te´ retenus. Chacun de ces essais est repre´sente´ par un ensemble de 21 variables
fonctionnelles qui correspondent aux signaux mesure´s par les capteurs durant l’expe´rience.
L’e´tude mene´e dans [2] s’articule autour de trois phases :
• l’association d’un agre´ment a` chacun des produits.
Pour chaque paire d’essais, le pilote pre´cisait son essai pre´fe´re´. A partir de ces
donne´es de comparaisons par paires et a` l’aide d’une me´thode inspire´e du “multi-
dimensional scaling” (voir la the`se de Favre [14]) sont obtenus un classement des
produits par pilote et un agre´ment consensuel a` toute la population des pilotes, par
charge. Cet agre´ment associe a` un produit un rang de satisfaction (le rang 1 e´tant
celui du produit le plus appre´cie´);
• l’extraction de crite`res puis se´lection par analyse discriminante.
A partir des signaux mesure´s, de tre`s nombreux crite`res sont ge´ne´re´s puis, au moyen
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d’une analyse discriminante line´aire arborescente dite par moindres e´carts (c’est-a`-
dire base´e sur un crite`re L1), un petit nombre d’entre eux expliquant l’agre´ment,
sont extraits;
• le calcul d’intervalles de tole´rance.
Pour chacun des crite`res pertinents, un intervalle qui maximise l’agre´ment sous
certaines contraintes sur les produits, est construit (ce point constitue d’ailleurs la
contribution majeure de la the`se d’Ansaldi [2]).
On se concentre, dans cet article, sur la deuxie`me e´tape en utilisant une approche plus
fonctionnelle. Bien suˆr, on ne conside`re que les donne´es issues de la phase 1 qui sont
seules de´taille´es dans le paragraphe suivant. L’agre´ment est le rang consensuel attribue´ a`
chacun des 6 produits teste´s. Ceci conduit a` un proble`me de discrimination, au lieu d’un
proble`me de re´gression avec une variable a` expliquer ordinale discre`te.
Dans la suite, ne seront conside´re´s que les essais a` 140 kg de charge (pour les essais a`
280 kg de charge, la de´marche est identique et les re´sultats obtenus dans l’e´tude [2] sont
semblables).
2.2 Les donne´es
Les donne´es sont constitue´es des couples ((Xji )1≤j≤J , Yi)1≤i≤n, ou` n = 114 et J = 21, et :
- Yi repre´sente le rang attribue´ au produit teste´ lors de l’essai i;
- Xji repre´sente la j
e`me variable fonctionnelle mesure´e lors de l’essai i et est le signal
{Xji (t)}t∈Ti ou` Ti est la grille temporelle re´gulie`re propre a` l’essai i.
Autrement dit, pour chacun des essais, on dispose de l’agre´ment et de 21 signaux (on
parlera dans la suite, suivant le contexte, de signaux comme de variables fonctionnelles
ou encore de courbes) pour la plupart d’environ 1000 points (en fait ils comportent entre
600 et 5000 points). Ces variables fonctionnelles sont principalement des positions, des
vitesses, des acce´le´rations, des couples et des re´gimes moteur, cependant pour des raisons
de confidentialite´ la nature des variables ne peut pas eˆtre indique´e de fac¸on plus pre´cise.
Notons que la fre´quence d’e´chantillonnage de 250 Hz est la meˆme pour tous les essais et
correspond a` une haute re´solution temporelle.
La distribution de l’agre´ment Y , apre`s regroupement en 5 modalite´s, est donne´e par
les fre´quences 33%, 17%, 17%, 18%, 15%. Seulement 5 modalite´s, et non 6, sont prises en
conside´ration, deux produits ayant obtenu le meˆme agre´ment.
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On trouve dans la Figure 1, les quatre variables fonctionnelles Xj correspondant a` j = 4,
14, 17, 22 pour les essais 7 et 19.
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Figure 1 – Pour les essais 7 et 19, les quatre variables fonctionnelles Xj cor-
respondant a` j = 4, 14, 17, 22, note´es simplement V4, V14, V17 et V22. Elles sont
observe´es sur une grille temporelle propre a` l’essai et pre´sentent des caracte´ristiques
temporelles varie´es.
L’examen des graphiques permet de formuler quelques remarques pre´liminaires concernant
ces variables fonctionnelles :
• elles sont observe´es sur une grille temporelle propre a` l’essai, ce qui ne´cessitera des
recalages temporels ;
• elles peuvent eˆtre d’allure ge´ne´rale et d’ordre de grandeur tre`s diffe´rents, a` la fois
pour un meˆme essai mais aussi au travers des diffe´rents essais, ce qui impliquera des
recalages en ordonne´e des courbes ;
• elles pre´sentent des caracte´ristiques temporelles tre`s diffe´rentes, par exemple le rap-
port signal sur bruit, e´leve´ en ge´ne´ral, peut s’ave´rer mode´re´ comme dans le cas de la
variable 22 ou encore l’eˆtre localement comme c’est le cas pour ces quatre variables
sauf la variable 14 qui est une fonction constante par morceaux. Il est clair qu’un
de´bruitage, sans eˆtre en ge´ne´ral crucial, peut s’ave´rer utile ;
• la forme ge´ne´rale est souvent simple et peu de parame`tres ou peu d’e´ve´nements
semblent suffisants pour la caracte´riser. Ceci permet d’espe´rer a` la fois une ca-
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racte´risation e´conome des variables fonctionnelles ainsi qu’une compression efficace.
Remarque 1
La variabilite´, entre les essais, des dure´es d’observation et celle des amplitudes des signaux
mesure´s, re´sultent des diffe´rences de conditions de roulage et de l’exe´cution plus ou moins
scrupuleuse des consignes par les pilotes.
3 La de´marche
Le cadre ge´ne´ral dans lequel on se place est celui de la se´lection de variables dans un
proble`me de discrimination, et consiste a` construire une fonction, ge´ne´riquement note´e F
dans la suite, pour pre´dire Y a` l’aide de :
Yˆ = F (X1, ..., XJ)
Dans cette perspective, il sera utile de se´lectionner parcimonieusement les variables fonc-
tionnelles qui peuvent expliquer l’agre´ment, puis pour chacune d’elles, de ne retenir qu’un
tre`s faible nombre d’aspects la de´crivant, pour des raisons e´videntes de robustesse.
Autrement dit, on cherche a` se´lectionner ce que nous appelons dans ce contexte, des
crite`res note´s Cjk , de´duits des Xj, de fac¸on a` pre´dire convenablement Y par :
Yˆ = F (Cj1, ..., CjK)
avec K << J , typiquement de l’ordre de 5 pour l’application industrielle.
Rappelons que dans le cadre de l’objectivation, il ne s’agit pas d’expliquer au mieux
l’agre´ment en utilisant toutes les informations disponibles, comme par exemple les condi-
tions de roulage, qui ont un impact certain, mais de l’expliquer partiellement en se re-
streignant exclusivement a` des variables de´duites des signaux mesure´s de fac¸on a` pouvoir
remonter a` des parame`tres de conception du ve´hicule.
La de´marche adopte´e proce`de en trois e´tapes :
• un pre´traitement des signaux, incluant de´bruitage par ondelettes, recalage et syn-
chronisation ;
• une re´duction de la taille des signaux par compression dans une base d’ondelettes
commune ;
• l’extraction des variables utiles au moyen d’une strate´gie pas a` pas proce´dant par
des applications successives de la me´thode CART.
De´taillons successivement chacune de ces trois phases.
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3.1 Pre´traitement des signaux
Les donne´es Xji = {X
j
i (t)}t∈Ti sont pre´traite´es de fac¸on d’une part, a` les de´bruiter
individuellement c’est-a`-dire pour un essai et une variable fonctionnelle donne´s et, d’autre
part, a` les rendre plus homoge`nes au moyen de recalages.
3.1.1 Tronquer les signaux
Avant ces deux traitements, on isole une phase qui est la seule a` eˆtre directement de´duite
de connaissances externes propres au proble`me. En effet, en de´pit de consignes clairement
de´finies, les dure´es d’enregistrement et les dates des diffe´rentes e´tapes de l’essai ne sont
pas synchrones. Ne´anmoins, on peut de´finir deux e´ve´nements a` re´aligner : le “vrai” de´but
de l’essai et sa “vraie” fin qui sont lisibles au travers des variables fonctionnelles 8 et 21.
Ces deux e´ve´nements correspondent physiquement au de´marrage re´el du ve´hicule et a` la
de´finition de la fin de l’essai.
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Figure 2 – Pour les essais 7 et 19, les trois variables fonctionnelles Xj correspondant a`
j = 8, 21, 7 note´es simplement V8, V21 et V7 sur le graphique. Les deux premie`res servent
de marqueur au “vrai” de´but de l’essai et sa “vraie” fin, respectivement. La pe´riode utile
de l’essai est visualise´e sur les graphes de la variable fonctionnelle 7 par la portion de
signal situe´e entre les deux instants mate´rialise´s par des lignes verticales.
On trouve dans la Figure 2, trois variables fonctionnelles Xj correspondant a` j = 8, 21, 7
pour les essais 7 et 19. Les deux premie`res servent de marqueur du “vrai” de´but de
l’essai et de sa “vraie” fin, respectivement. La pe´riode utile de l’essai est visualise´e sur
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les graphes de la variable fonctionnelle 7 par la portion de signal situe´e entre les deux
instants mate´rialise´s par des lignes verticales. Bien suˆr, ces instants varient en fonction
de l’essai.
Pour l’essai i, on note T˜i la grille Ti convenablement tronque´e aux extre´mite´s.
3.1.2 De´bruiter les signaux
A i et j fixe´s, le signal mesure´ est contamine´ par un bruit de capteur. Bien suˆr, il convient
de l’e´liminer avant tout traitement de type recalage ou interpolation des donne´es, qui
conduirait a` les modifier et donc alte´rer la nature stochastique du bruit qui affecte le signal
utile. Comme l’atteste la Figure 1, la re´gularite´ locale de celui-ci peut beaucoup varier au
cours du temps, il convient donc d’utiliser des techniques de de´bruitage adaptatives en
espace. C’est le cas de celles base´es sur les me´thodes d’ondelettes (cf. Donoho, Johnstone
[12] pour l’un des articles fondateurs, Vidakovic [30] pour un large tour d’horizon de ces
me´thodes et Misiti et al. [24] pour une introduction aise´e).
On conside`re le mode`le suivant, usuel en traitement statistique du signal et re´aliste dans
cette application :
∀t ∈ T˜i, X
j
i (t) = f
j
i (t) + η
j
i (t)
ou` {ηji (t)}t∈T˜i est un bruit blanc. Dans ce cadre, le de´bruitage consiste a` de´composer le
signal dans une base d’ondelettes, a` seuiller les coefficients de de´tail de fac¸on a` e´liminer
essentiellement ceux attribuables au bruit puis a` reconstruire un signal de´bruite´ constitue´
de la somme d’une approximation lisse et de de´tails a` diverses e´chelles correspondant aux
fluctuations rapides du signal utile.
On obtient ainsi une estimation {fˆ ji (t)}t∈T˜i , ou encore un signal de´bruite´ {Xˆ
j
i (t)}t∈T˜i . La
Figure 3 pre´sente les re´sultats obtenus apre`s de´bruitage par ondelettes des quatre variables
fonctionnelles montre´es en Figure 1. La me´thode utilise l’ondelette de Daubechies presque
syme´trique d’ordre 4, un niveau de de´composition entre 3 et 5 (suivant les signaux) et le
seuillage dit ”universel” (cf. Donoho et Johnstone [12]).
Comme on peut le remarquer, le de´bruitage par ondelettes permet de supprimer de fac¸on
satisfaisante le bruit tout en pre´servant les composantes a` haute fre´quence du signal utile.
3.1.3 Synchroniser et normaliser les signaux
L’objectif de cette e´tape est d’e´liminer la de´pendance en i de la grille temporelle. On
proce`de pour chaque signal, tout d’abord a` un recalage line´aire en temps en ramenant la
grille T˜i sur l’intervalle [0, 1]. Puis, on effectue une interpolation line´aire du signal, suivie
d’un e´chantillonnage pour se ramener a` la grille re´gulie`re a` m points de [0, 1] (ici on fixe
m = 512, valeur largement suffisante pour des dure´es de feneˆtres actives comprises entre
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Figure 3 – Pour l’essai 7, en haut de la figure les quatre signaux Xj
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(t)
(j = 4, 14, 17, 22) et, en bas, leurs versions de´bruite´es. Dans les deux derniers
graphiques a` droite, un zoom sur une portion du premier signal permet d’appre´cier
la qualite´ du de´bruitage par ondelettes, a` la fois efficace pour de´bruiter les parties
lisses tout en pre´servant les composantes a` haute fre´quence du signal utile.
300 et 700 observations). Un instant dans cette nouvelle “unite´” de temps s’interpre`te
comme la proportion de la dure´e de l’essai e´coule´e.
On dispose donc de {X˜ji (t)}t∈T , sur la grille fixe T = {
1
m
, ..., m−1
m
, 1}.
Enfin, pour e´liminer certains effets d’e´chelle, en partie lie´s aux conditions de roulage, les
signaux sont normalise´s en ordonne´e.
Remarque 2
Un autre pre´traitement consiste a` effectuer un recalage non line´aire en alignant pour
tout j, les n signaux a` l’aide de marqueurs convenablement choisis (cf. Bigot [6]). Ceci
ame`nerait a` conside´rer le proble`me plus sous un aspect de classification de formes. Ce-
pendant, cela serait extreˆmement lourd et engendrerait une difficulte´ quant a` la remonte´e
dans le temps d’origine en particularisant de nouveau les variables fonctionnelles, et limi-
terait l’interpre´tation.
En revanche, cela permettrait de poursuivre un objectif plus ambitieux consistant a` aug-
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menter l’homoge´ne´ite´ a` Y fixe´, en mettant au point le recalage pour chaque modalite´ de
la re´ponse.
Mentionnons que des me´thodes de recalage temporel interme´diaires entre la solution
adopte´e et celle-ci sont envisageables, comme par exemple le type de me´thode de re-
calage de´crit dans [25] qui cherche a` rapprocher des fonctions de leur moyenne.
Remarque 3
De manie`re implicite, dans la suite du travail (mais aussi dans les travaux ante´rieurs
mene´s dans ce contexte par Renault), les essais sont conside´re´s comme des re´plications
inde´pendantes. Des classifications non supervise´es et des ACP fonctionnelles (cf. Ramsay,
Silverman [25]) permettent de corroborer raisonnablement l’ide´e que les effets dus au pilote
et aux conditions de roulage sont ne´gligeables devant les autres facteurs de variabilite´.
3.2 Compression des signaux
A l’issue de la phase de pre´traitement, on dispose donc pour chaque essai, de J = 21
signaux de´bruite´s, de m = 512 points. Chacun de ces signaux peut donc eˆtre repre´sente´
dans une base d’ondelettes ou de paquets d’ondelettes par tre`s peu de coefficients (cf.
Mallat [23] et Coifman, Wickerhauser [9]). Il suffit, par exemple, pour un signal donne´, de
se´lectionner les coefficients les plus grands en valeur absolue, exploitant ainsi la capacite´
des ondelettes a` concentrer l’e´nergie d’un signal (pour des classes tre`s larges de signaux),
en un tre`s petit nombre de ses grands coefficients d’ondelettes.
Le proble`me est ici de choisir, variable fonctionnelle par variable fonctionnelle, une base
commune a` tous les essais pour les repre´senter de fac¸on compacte. Pour de´terminer une
base commune de de´composition, on peut se restreindre a` un petit nombre de bases
diffe´rentes comme les espaces d’approximation en ondelettes de re´solution de plus en plus
grossie`re. Comme 512 = 29, seule une demie douzaine de bases, l’ondelette e´tant choisie
(ici on utilise l’ondelette de Daubechies presque syme´trique d’ordre 4), sont a` mettre en
compe´tition. Le choix peut eˆtre :
• effectue´ inde´pendamment de la variable Y et guide´ par la de´finition d’un crite`re de
qualite´ comme par exemple la moyenne de l’erreur d’approximation du signal par
sa projection convenablement pe´nalise´.
Afin de de´terminer le niveau de de´composition de chacun des signaux j, on conside`re
le crite`re EQj(p) lie´ a` l’e´nergie et de´fini comme suit :
– pour une variable fonctionnelle j et pour un individu i, soit Xji (t) le signal
d’origine et Aji,p(t) le signal reconstruit a` partir des coefficients d’approximation
du niveau p ;
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– on de´finit l’erreur de la variable fonctionnelle j par
EQj(p) =
114∑
i=1
‖Xji (t)− A
j
i,p(t)‖
2
Remarque 4
Notons que, lorsque le niveau de de´composition p augmente, le nombre de coeffi-
cients et la qualite´ d’approximation diminuent. Le choix du niveau de de´composition
re´sulte d’un compromis entre le nombre de coefficients retenus et la qualite´ d’approximation.
Le choix du niveau de de´composition de la variable j consiste alors a` de´terminer la
plus petite valeur de p pour laquelle on de´tecte un changement de pente “suffisant”
dans le graphe de (p, EQj(p))1≤p≤9 et a` oˆter 1 a` titre conservatoire.
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Figure 4 – Pour les variables fonctionnelles 1, 2, 13 et 21, on repre´sente
(p,EQ(p))1≤p≤9 en trait plein, la plus petite valeur de p pour laquelle on de´tecte
un changement de pente “suffisant” en traits pointille´s et cette valeur oˆte´e de 1 en
traits pleins.
La Figure 4 esquisse la fac¸on dont le niveau de de´composition lors de la compression
par ondelettes est de´termine´ pour chacun des signaux.
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• base´ sur un crite`re de´pendant de la variable Y , comme par exemple l’erreur de
classification d’un arbre CART (voir paragraphe suivant).
L’emploi d’une proce´dure inspire´e du premier choix ci-dessus avec recherche d’une cassure
dans la re´partition moyenne de l’e´nergie, conduit a` retenir majoritairement 16 coefficients
et donc a` re´duire RJ × m a` R
∑
mj avec
∑
mj ≈ 300 ou 400 suivant la strate´gie adopte´e
pour comprimer une variable fonctionnelle (d’ailleurs non discriminante) dont les fluctua-
tions a` haute fre´quence sont significatives.
La Figure 5 pre´sente pour deux variables fonctionnelles, les re´sultats obtenus apre`s com-
pression par ondelettes : le signal apre`s compression superpose´ au signal pre´traite´ est
repre´sente´ dans le premier graphique, le second (en dessous) contient les coefficients
d’approximation associe´s. Ceux-ci peuvent, bien suˆr, eˆtre de taille diffe´rente puisque le
niveau de de´composition retenu de´pend de la variable conside´re´e.
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Figure 5 – Pour l’essai 7 et pour les deux variables correspondant a` j = 4, 22 :
en haut, le signal apre`s compression superpose´ au signal original (pre´traite´), en bas
les coefficients d’approximation associe´s.
Les deux graphiques du haut de la Figure 5 contiennent, pour l’essai 7 et pour deux va-
riables fonctionnelles diffe´rentes, le signal apre`s compression superpose´ au signal d’origine.
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Ils sont tre`s proches bien que repre´sente´s par peu de coefficients. En effet, les deux gra-
phiques du bas de la figure contiennent les coefficients d’approximation associe´s aux
repre´sentations comprime´es. Ainsi, la forme des graphiques du haut et du bas de la figure
se ressemblent sauf aux extre´mite´s de l’axe des abscisses a` cause d’extra-coefficients, en-
gendre´s par les prolongements applique´s aux signaux dans les calculs des coefficients par
la transforme´e en ondelettes discre`te (voir [24]).
Remarque 5
Signalons que la connexion entre les de´veloppements sur des bases orthogonales d’ondelettes
de processus stochastiques et les de´compositions issues de la transforme´e discre`te en on-
delettes est donne´e, par exemple, dans Amato et al. [1].
Remarque 6
Une autre approche associant plus e´troitement les phases de compression et de se´lection
des variables discriminantes est propose´e par Coifman, Saito [8]. Il s’agit de choisir une
base optimale, parmi les bases associe´es a` une de´composition en paquets d’ondelettes, en
maximisant la se´paration entre classes.
Elle n’est pas retenue ici, une voie me´diane est emprunte´e : des gains massifs en compres-
sion sont obtenus meˆme au prix d’un politique de se´lection un peu conservative de fac¸on
a` ne pas trop obe´rer la phase suivante qui fera le choix des variables les plus discrimi-
nantes. On note Cj = (Cj,1, ..., Cj,Kj) le paquet des Kj coefficients associe´s a` la variable
fonctionnelle Xj.
3.3 Se´lection de variables par CART
A la fin de l’e´tape pre´ce´dente, il y a une re´duction de la dimension de l’espace des variables,
mais elle demeure insuffisante puisque l’on dispose de 114 individus a` comparer a` 300 ou
400 variables.
Les nouvelles donne´es ainsi construites sont donc : (((Cj,ki )1≤k≤Kj)1≤j≤J , Yi)1≤i≤n.
On propose une proce´dure pas a` pas base´e sur la me´thode CART. Celle-ci permet d’ajuster
aux donne´es, un mode`le additif du type Y = F ((Cj,k)j,k) ou` F est additive et plus
pre´cise´ment constante sur des polye`dres dont les coˆte´s sont paralle`les aux axes, sous la
forme d’un arbre dyadique de de´cision. On peut se reporter au livre de Breiman et al. [7]
les fondateurs de la me´thode ou Hastie et al. [21] pour un rapide aperc¸u. Dans la suite,
on conside`re l’erreur de classification de´finie comme usuellement mais en pe´nalisant les
fausses classifications par le truchement de la matrice de couˆt de´finie par Γ(k, k′) = |k−k′|,
de´finition qui de´coule naturellement du fait que Y est une variable ordinale discre`te.
La proce´dure est pre´sente´e ci-dessous en cinq phases :
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1. Pour chaque j, on construit l’arbre CART Aj expliquant Y par le paquet de co-
efficients Cj et on se´lectionne, au moyen de l’importance des variables au sens de
Breiman et al. [7] (voir aussi [19] et [18]), le paquet des coefficients utiles, note´ C˜j ,
en seuillant l’importance comme illustre´ dans la Figure 6.
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Figure 6 – Pour les essais 7 et 19, et pour les variables correspondant a`
j = 17, 22, en haut les signaux pre´traite´s, au milieu le paquet Cj des coefficients
d’approximation de niveau retenu et en bas l’importance de chacun de ces coeffi-
cients. Les coefficients utiles constituant C˜j sont ceux dont l’importance de´passe
le seuil.
On peut noter que les pics dans les graphes de l’importance des variables corres-
pondent non pas seulement, a` des marqueurs significatifs de la forme du signal mais
bien a` des e´ve´nements significatifs discriminants.
2. On en de´duit un ordre sur les “nouvelles” variables fonctionnelles (c’est-a`-dire sur les
paquets (C˜j)j) au moyen de l’erreur de classification, e´value´e par validation croise´e,
commise par l’arbre Aj (voir Figure 7).
3. On construit une suite ascendante (M j)j d’au plus J = 21 mode`les CART emboˆıte´s,
en invoquant et en testant les paquets de variables C˜j, pas a` pas, suivant l’ordre
pre´ce´demment obtenu. Autrement dit, M j explique Y par l’ensemble de paquets
de coefficients (C˜ l)l≤j prive´s des paquets qui se sont re´ve´le´s, apre`s test, comme
insuffisamment informatifs.
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Figure 7 – L’erreur de classification e´value´e par validation croise´e des arbres
Aj , de la meilleure a` la pire. Elle fluctue dans un rapport de 1 a` 3. Cet ordre sur
les “nouvelles” variables fonctionnelles est celui qui sera utilise´ pour les invoquer
pas a` pas.
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Figure 8 – L’erreur de classification du mode`le M j e´value´e par validation
croise´e, en fonction de j, le nombre de paquets de coefficients introduits.
4. On se´lectionne ensuite les variables fonctionnelles pertinentes en choisissant celles
de´finissant le mode`le M j0 minimisant l’erreur de classification. L’allure de celle-ci
(cf. Figure 8) est attendue : elle de´croˆıt d’abord fortement avant de lentement croˆıtre
lorsque les variables introduites n’apportent plus rien a` la discrimination.
5. Enfin, en calculant l’importance des variables explicatives du mode`le M j0 : les co-
efficients {C˜j, j ∈ M j0} et en retenant la teˆte de ce classement, on se´lectionne les
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crite`res pertinents (voir Figure 9).
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Figure 9 – Importance des variables calcule´e sur le mode`le M j0 se´lectionne´
pre´ce´demment et se´lection finale des trois crite`res dont les importances ressortent
nettement en teˆte.
Une premie`re fac¸on de proce´der, tre`s de´pendante du proble`me, consiste a` ne retenir que
les 5 premie`res variables, 5 e´tant le nombre souhaite´ de crite`res. On obtient alors un arbre
dont l’erreur de validation croise´e est de 24 sur 114 pour 12 erreurs apparentes (c’est-a`-
dire l’erreur de resubstitution).
Une alternative consiste a` conside´rer l’erreur de validation croise´e sur la suite de mode`les
emboˆıte´s induite par l’ordre issu du calcul de l’importance des variables. On se´lectionne
alors le mode`le dont l’erreur est la plus faible.
Table 1 – Nombre d’erreurs commises sur l’e´chantillon d’ap-
prentissage en fonction du nombre de variables retenues.
La Table 1 donne, pour les mode`les de cette suite dont le nombre de variables est infe´rieur
a` 15, l’erreur apparente et l’erreur de validation croise´e. Le meilleur mode`le est celui
comportant 12 variables. L’erreur commise est de 17 sur 114 (15%) et l’erreur apparente
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de 8 sur 114 (7%), ce qui est tre`s satisfaisant.
Enfin, si l’on examine l’arbre CART construit en se restreignant a` ces 12 variables (cf.
Figure 10), il est inte´ressant de noter que 5 variables seulement e´tiquettent les nœuds de
l’arbre et 4 d’entre elles sont en teˆte du classement fourni par la Figure 9.
Figure 10 – Arbre dont l’erreur de classification, e´value´e par validation croise´e,
est la plus faible.
Remarque 7
Terminons par une remarque ge´ne´rale dont la porte´e me´thodologique est cruciale.
Un inconve´nient classique de l’usage des arbres de classification est leur instabilite´, c’est-
a`-dire que le classifieur construit peut fluctuer “beaucoup” pour des “petites” variations
de l’e´chantillon d’apprentissage (cf. Hastie et al. [21]). Un reme`de de´sormais classique a`
cette proprie´te´ inde´sirable est d’utiliser le bagging qui permet de stabiliser la pre´diction
en utilisant non pas un classifieur mais l’agre´ge´ d’un ensemble de classifieurs construits
par re´e´chantillonnage bootstrap de l’e´chantillon d’apprentissage (voir Ghattas [18]).
Suivant cette ide´e (voir Ghattas [19]), l’importance des variables et l’erreur de clas-
sification sont e´value´es par re´e´chantillonnage. Plus pre´cise´ment, pour la phase 1, on
conside`re la moyenne des importances des variables calcule´es sur des arbres obtenus par
re´e´chantillonnage n pour n, des 114 observations. Pour l’estimation de l’erreur de classi-
fication, elle est e´value´e par validation croise´e graˆce a` un sche´ma de de´coupage en 10 de
l’e´chantillon puis stabilise´e en randomisant cette phase de de´coupage.
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4 Conclusion
Du point de vue de l’application, les crite`res qui ressortent comme les plus discriminants
sont associe´s a` quatre variables fonctionnelles. Parmi eux, deux sont tre`s proches des
crite`res obtenus par la me´thode base´e sur la me´thode discriminante line´aire et deux sont
nouveaux et conside´re´s par les experts comme inte´ressants. Il faut noter que dans notre
cas, ces crite`res ont e´te´ obtenus sans inte´grer de connaissances a priori , sauf dans la
phase de troncature de la grille temporelle des observations. Signalons cependant que les
conditions d’arreˆt de´pendent de seuils fixe´s pour le moment en fonction de l’application.
Comple´mentairement a` ce travail, des avance´es concernent l’e´tude the´orique de pe´nalite´s
ade´quates pour faire de la se´lection de variables dans des contextes voisins (cf. Sauve´,
Tuleau [28]). Typiquement il s’agit d’utiliser une approche par se´lection de mode`le “a` la
Birge´-Massart” (cf. Barron, Birge´, Massart [3]) pour se´lectionner des variables dans un
mode`le de re´gression non line´aire, au moyen d’applications re´pe´te´es de la me´thode CART.
Des re´sultats de type ine´galite´s oracles permettent de pre´ciser la forme des pe´nalite´s
convenables et peuvent sugge´rer des alternatives au choix ad-hoc effectue´s ici.
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